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Décomposition de la variance de la fitness

Modélisation de A et de R, en présence de

compensation entre parametres :
critique du Lifetime Reproductive Success

3.1 Introduction

endant les années 1980, l'école du Lifetime Reproductive Success (LRS) a

développé un modele ad hoc pour simplifier I’estimation du statut démographique

des populations étudiées, plus précisément pour analyser les composantes de la
valeur sélective déterminant le nombre moyen de descendants des individus d’une population
(exemples dans Clutton—Brock éd. 1988 et Newton éd. 1989). En effet, LRS a simplifié le
concept et le modéle sous—jacent du taux de reproduction nette Ry « I’espérance du nombre de
descendantes reproductrices a qui une femelle nouvelle-née donnera naissance durant sa vie »,
prétendant que LRS (R;) est une mesure de la valeur sélective. Ceci est erroné si I’on
consideére les aspects dynamiques des populations (Stearns 1992:33). La force du LRS est qu'il
est possible de l'estimer en échantillonnant uniquement le nombre de descendants des individus

au cours de leur vie, tout en négligeant I’estimation de leur survie.
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Une confusion s’est ainsi introduite avec l'usage de cette notion. En effet, dans certains cas,
LRS équivaut a quelques composantes de la valeur sélective (e.g. Graffen 1988, Le Boeuf &
Reiter 1988, Noordwijk & van Balen 1988, Partridge 1989, Lindén 1990). Dans d'autres cas, il
constitue une bonne approche de la valeur sélective (Newton 1989) ou la valeur sélective elle—
méme (Gustafsson 1986). Parfois LRS devient un estimateur statistique de R, (Fedigan et al.
1986, Brown 1988) ou un estimateur de la valeur sélective chez des espéces sémelpares ou
dans les populations stationnaires des espéces itéropares. Enfin, LRS constitue une méthode
permettant d'intégrer le compromis (frade—off) entre la reproduction et la survie car « LRS est
la somme des contributions reproductives a tous les 4dges d’un individu survivant »
(Partdridge 1989); c’est-a-dire que I’on devrait dénombrer les descendantes de chaque individu
dans foutes les occasions reproductives de sa vie, mais les utilisateurs du modéle LRS
normalement ne tiennent pas compte des occasions que, n’ayant pas été vue, il est possible

qu’un femelle se soit reproduite ou pas et conditionellement a avoir survécu.

Brown a proposé (1988) un premier développement pour la décomposition de la variance de
LRS, basé cependant sur la variance du produit des variables aléatoires non indépendantes
(Goodman 1960, 1962) : la durée de vie reproductive L dépendante de la fécondité par

occasion reproductive F;, soit en présence de trade—off.

Barrowclough et Rockwell (1993) ont proposé un développement alternatif fondé sur la
variance d’une somme en nombre aléatoire de termes aléatoires, mais ou le nombre est
indépendant des termes (Feller 1970) : la durée de vie reproductive L et les fécondités F.

respectivement, mais en absence de trade—off.

Dans ce chapitre, aprés avoir rappelé pourquoi 4 est la mesure indiquée (non R;;) pour estimer
la valeur sélective et montrer dans quelles conditions LRS peut étre un estimateur statistique
correct de Ry, nous développerons un modéle processus de ramification pour estimer 4 et R,
dans des populations itéropares a l'aide de fonctions génératrices, en incluant un dévelopement
de leurs variances. Nous confirmerons que la loi pour une somme aléatoire (proposée par
Barrowclough & Rockwell) représente mieux le cumul des descendants au cours d’une vie
reproductive (phénomene LRS) et nous montrerons que, méme en présence de frade—offs, les

modeéles démographiques fondamentaux sont toujours applicables et les plus pertinents.
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3.2 Critique de LRS

On retrouve le faux de reproduction nette quand on calcule 1'équation caractéristique de Lotka

(éq. 1.3) y en 0, ou le polyndme caractéristique de la matrice de Leslie (éq. 1.9b, 1.11) ¢ en 1

v =3, ,m=R=Y f]],,S =00 (3.1)

avec £, i, j 4ges des individus reproducteurs. Il n'y a pas de relation fonctionnelle entre 4 et R,

(Keyfitz 1968, Charlesworth 1980) (Figure 1.2) mais :

si la population décroit Ry<A<1,

si la population croit Ry >4>1 (3.2)

si la population reste stationnaire =~ Ry =A=1
Ry est un estimateur de la valeur sélective si, et seulement si, la population reste stationnaire,
ou bien quand on s’intéresse a I’étude des équilibres évolutifs des phénotypes (Charnov 1990,
Stearns 1992). Mais en étudiant la dynamique des populations, R, sous—estime
exponentiellement la fifness chez les populations en décroissance et la sur—estime
exponentiellement chez les populations en croissance (Figure 1.2), parce que Ry n’est pas

sensible a la durée de génération (voir section 1.1.2.3).

L'école LRS définit le Lifetime Reproductive Success d'un groupe ou classe donnée d'individus,

comme la moyenne du nombre de descendants pendant leur vie (cela équivaut en fait au taux

de remplacement R, ). On peut estimer cette moyenne LRS (notée ci—dessous LRS..) par le
suivi du succes de la reproduction des individus du groupe étudié. L'échantillonnage des
individus étant aléatoire, il faudrait des individus représentatifs des vraies fractions de
reproducteurs, des estimations de ces fractions et des probabilités de réobservation ou
recapture €galant 1 (faux dans les études de populations sauvages), pour qu’un ensemble
d'observations type LRS (Tableau 3.1) soit vraiment représentatif de la population ou du

groupe étudié.
Les avantages et les inconvénients apparaissent clairement si l'on formalise I'approche LRS

comme le développement d'un estimateur statistique de R, ce qui n'a pas été fait jusqu'a
présent. Selon I'école LRS, LRS.. est la moyenne des sommes de descendants que les individus
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d’une population ou groupe homogéne produisent entre ¢ (I’age de premi¢re reproduction) et

@ (Age de derniére reproduction), soit une approche longitudinale (les lignes LRS; du

Tableau 3.1)

LRS,. =13 %m,
S (3.3)
=13 LRS,
i=1
ou 7 correspond aux individus et j aux ages.
TABLEAU 3.1
Succeés reproductif d’un groupe d’individus pendant leur vie
Ages de reproduction : j € {a,., a)i}
d
Individus| 1 | 2 | 3 j | e | 2 m,,
Jj=1
1 0 n’lla1 mij mlj mlj.,.t n’llml 0 LRS]
- 0 | 0 |my, my My jet | el | Mo, | O | LRS,
3 0 m3a3 mssz m3j m3w3 0 0 LRS3
mh,a,,
i 0 0 | my, m; ; Mijuy | Mg, 0 LRS;
n 0 0 |m, my, ; My e | My 0 LRS,
n

Les lignes contiennent le nombre de descendants mj; qu’un individu produit & partir de I'dge de
premiere reproduction a; jusqu’a I'dge de derniére reproduction w; (ages qui varient d’un individu a
I'autre). Par conséquent, les sommes des mj par ligne donnent le Lifetime Reproductive Success de
chaque individu suivi. En fait, les observations m; correspondent aux fécondités brutes F; et les
sommes seront incomplétes de que certains individus ne sont pas réobservés et dont on ignore leur
succés reproductif pour certaines occassions. Les cellules grises indiquent ces cas. Les colonnes
contiennent le nombre de descendants m; par classe d’age, de facon a ce que I'on puisse estimer le
nombre moyen de descendants par classe d’dge m.; des individus suivis. Dans I'approche LRS,
LRS.. est la moyenne des sommes par ligne LRS;. En revanche, considérer LRS.. comme la somme
de moyennes des colonnes permettrait de considérer le LRS comme un estimateur statistique de Ry.
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Cependant, on peut ranger les données du terrain prises au cours du temps ¢ en approche
transversale, et sous l'hypothése de fécondité et survie dge—dépendantes considérer LRS..
comme la somme des moyennes de descendants par classe d’dge (les colonnes m.; du
Tableau 3.1) :

LRS.=Ym,, (3.4)
j=a

L'espérance du nombre de descendants par classe d'dge m.; intégre la fraction due a la
probabilité de survie des reproducteurs car les valeurs de m.; sont conditionnelles a la survie
des individus se reproduisant a l'4ge j, c'est-a—dire E[m j]=lj m,=¢, (cfr. éq. 1.3).
L'espérance de LRS peut donc aussi s’exprimer comme I’espérance de la somme des moyennes

transversales :

E[LRS]= E[lz;LRS] = E[szm,] =E[iiZmJ:| =E[§m}] (3.5)

j=a =l

qui équivaut a la somme d’espérances transversales, soit la somme des fécondités nettes @ ou
taux de reproduction nette :

E{)j:m.j}gE[m.jkg@ =R, (3.6)

j=a

Cette fagon d'estimer R, dit LRS, colle de trés prés aux pratiques de terrain, intégrant les effets
de compensation survie—fécondité. Cependant, elle constitue en méme temps une simplification
qui présente divers inconvénients.

Supposer que les individus suivis représentent suffisamment les fractions de reproducteurs du
groupe et que ils sont réobservés toujours sauf s'ils meurent, est faux chez les populations
sauvages. Il est donc impératif de corriger la moyenne des sommes longitudinales LRS; par les
probabilités de réobservation (permettant la correction de la survie intégrée), ainsi que par les
fractions de non-reproducteurs (permettant la correction de la fécondité brute observée sur le

terrain).
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L'utilisation de cette méthode ad hoc est d'autant plus contre-indiquée que ce qui a été intégré
ne peut plus étre séparé pour une analyse ultérieure. On ne peut pas distinguer la variance
d'échantillonnage de la variance parmi les individus (de différentes classes d'age, par exemple).
On ne connait pas vraiment la variance des fécondités m;; observées sur le terrain car LRS a
intégré la fraction d'individus reproducteurs a leur survie, négligeant les probabilités de
réobservation (ou recapture). A partir de I'équation (3.3) et sachant que la variance d'une
variable aléatoire est Var[X] = E[X?] — E?[X], on peut observer que dans l'approche LRS

(longitudinale), la moyenne de descendants par individu est

LRS =1Y RS, (3.7)
i=1

dont la variance peut s’écrire :
Var[LRS|= E[LRS*|- E*[LRS]

=E{ZZm}E{ZZm

i=l j=qr i=] j=g

] (3.8)

mais sans possibilité de décomposer les m;;.

En fait, dans l'approche LRS, les données de terrain m;; (Tableau 3.1) correspondent aux
fécondités brutes Fj; qui doivent étre corriges par la fraction des reproducteurs
(conformément a 1’équation 1.2) et par la sex ratio, avant de les utiliser dans les modéles
démographiques. Toute fécondité brute observée est conditionnelle aux probabilitées /; de
survie et p; de recapture ou réobservation d’un individu reproducteur appartenant a la fraction
a; de reproducteurs efficaces et dont la fécondité brute moyenne est F;. L’approche LRS ne
permet pas de distinguer, dans les m;;, les variations du nombre de reproducteurs des variations
de la fécondité brute, non plus séparer la variance due a la survie ou 4 la reproduction, car m.,

est un estimateur brut de la fonction ¢

Bien que LRS puisse étre considéré comme un estimateur statistique de Ry, collant trés bien
aux pratiques du terrain, il pourra I’étre correctement uniquement dans des cas trés précis ou
sous certaines conditions, mais pas en général. Nous présentons alors un modéle pour les
estimations de la valeur sélective A et du taux de reproduction nette Ry. La modélisation de R,
comme une somme aléatoire permet une décomposition plus convenable de sa variance
(Barrowclough & Rockwell 1993; pour les sommes aléatoires voir Feller 1970 p.301
probléme 1).
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3.3 Exemple de modélisation démographique
pour la valeur sélective et pour Ry

3.3.1 Méthode : processus de ramification

Dans le Chapitre 1, Section 1.1.3, nous avons présenté cet outil, classique en démographie de
lignées familiales pour analyser les probabilités d'extinction (Jagers 1975, Taib 1992) : les
fonctions génératrices de probabilité (fgp). Elles permettent donc d'obtenir, sous forme

condensée, l'espérance et la variance d'une variable aléatoire discréte.

3.3.2 Modele pour la valeur sélective
en présence de compensation survie-fécondité

On considére une population itéropare, mais par souci de simplicité, uniquement a deux
classes d'dge, jeunes et adultes (e.g. mésange bleue). En présence de compensation survie—
fécondité (frade—off) la reproduction génére un coiit sur la survie ultérieure des adultes. Entre
deux temps successifs, les adultes et leurs descendants survivants du temps # constituent la
population de reproducteurs au temps #+1. Les hypothéses sous-jacentes sont:

1) environnement constant,

2) tous les individus suivent la méme loi (monotype, monosite),

3) tous les individus sont indépendants entre eux,

4) tous les jeunes ont un destin indépendant,

5) la survie juvénile est constante et indépendante de la survie et la fécondité des adultes,
6) on ne modélise pas la dépendance de la densité,

6) le modeéle ne tient pas compte du processus de sénescence,

7) la survie fécondité—dépendante du temps #+1 est indépendante du temps ¢, et

8) le comportement du systeéme au temps 7+1 est indépendant du temps .

La variable aléatoire est la contribution des adultes au taux de multiplication A avec une
fécondité F' = k descendants a chaque pas de temps, avec une probabilité P[F = k]=p; et
k=0, 1, 2,... Autrement dit, notre variable aléatoire discréte est la fitness.

La survie des adultes suit une loi Bernouilli (succés ou échec) et elle est conditionnée par le
nombre ¥ = 0, 1, 2,... de descendants. On note donc Ber(S(k))=(s(k))"(l—s(k))l_", ou

n=0oul,0<sk) <1, S(k) =P[Sgy=1|F=k] et 1 -s(k)=P[Sy =0|F=k]. La fonction
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génératrice de probabilité (fgp) pour la survie dépendante de la fécondité en cycle annuel
(reproduction d’abord, survie apres) s'écrit

Sy (®) = P[Sy, = OfF =k |+ P[S,, =1|F =k]x

39
= (1-s(k)) + s(k)x (39)

Le nombre » de survivants parmi & jeunes suit une loi binomiale Bin(k;n,q)= (Z)q" (1 —q)"_k,

ou 0 < g <1 est la probabilité qu’un jeune survive et 1 — g qu’il meure. Soit O(x) la fgp de la
survie des jeunes ; elle s'écrit (Feller 1970:268) :

0 =Y (1) (1-q) ™ =((1-g) + gx)' (3.10)

k=0

Pour la fgp de la fitness on a donc une composition (Feller 1970:266 et suiv.) des équations
(3.9) et (3.10)

F(x) = Y, i Sy () O(x)
k=0

” (3.11)
= Y, Pic(1-s(k) +s(k)x)(1- g +q x)*
k=0
d'ou
d¥(x=1) _< Y
E[l]=T—Zpk s(k)+q) kp, = E[s]+ q E[F] (3.12)

La dérivée seconde de I'équation (3.11) calculée pour x = 1, et I'équation (3.12) conduisent a
I'expression de la variance (Annexe 3A)

Var[A]= E[s]- E*[s]+2q Cov[F 5]+ 4> Var[F|+E[F|Varq (3.13)
3.3.3 Modele pour R, avec compensation survie-fécondité

Le méme type de modele se préte au calcul de R). Il faut obtenir une expression qui intégre,
tout au long de sa vie, les jeunes qu'un adulte moyen produit & chaque pas de temps, ce qui
peut se faire par récurrence. Pour modéliser le processus de ramification que génére chaque
individu reproducteur, a partir d'une chaine de Markov, on relie j le nombre de jeunes produits
au temps 71 et k le nombre de jeunes au temps £, et on considére la mortalité qu'implique une
production de zéro jeunes (Tableau 3.2).
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TABLEAU 3.2
Probabilités de survie reproduction—dépendante par adulte
ayant produit j descendants au temps -1 et k au temps ¢

-1
ad.mort ad.vivant | ad.vivant | ad.vivant | ... | ad.vivant
I fg.bivariéel 0 jeunes | O jeunes 1 jeune 2 jeunes jjeunes
ad.mort
1 t 0 jeunes 1 1_S0 I—Sl 1—52 eoe 1—S0)
ad.vivant )
x 0 jeunes 0 S0 Po 51 Py Sy Do - | 30)po
ad.vivant .
xy 1 jeune 0 So P1 S1P1 $2P1 () P
ad.vivant )
x y? 2 jeunes 0 So P2 S1P2 P2 () p,
ad.vivant )
xyk k jeunes 0 So P S1 D Sy D e | SG) Py

Etats possibles pour estimer R, pour chaque adulte (ad.), mort ou vivant, qui produit au temps -1,
jjeunes (j=0,1,2,...)etkjeunes (k=0, 1, 2, ...) autemps  ; dans les monémes de la fonction
génératrice bivariée (bgf), on note x pour l'adulte, y pour les jeunes.

Considérons donc une fonction génératrice bivariée de probabilité (fgb), notant x pour les
adultes et y pour les jeunes. Pour la survie fécondité-dépendante des adultes on utilise
I'équation (3.9). Pour le nombre de jeunes produits au temps # a probabilité p,, la fgp est

M=, p ¥ (3.14)
k=0

Le Tableau 3.2 indique I’ensemble d'états possibles de la chaine. Celle-ci commence au temps
1-1 (marqué sur la premiére ligne du Tableau 3.2) avec un état absorbant défini par la mort de
’adulte au début du temps 1 sams produire des jeunes: f, (x, y‘ admortr—1)=1; et
plusieurs états qui seront aussi terminaux si I'adulte meurt aprés avoir produit j jeunes au temps
-1 décrit par : f, (x, y| ad mort ) = 1—s(). Ceci impliquerait qu’on n’aura pas de x et pas de
y au temps 7. Apres, a partir de la seconde ligne, on a plusieurs états progressifs si l'adulte

survit de #-1 a ¢ et produit & jeunes au temps 7 :

A (x,y| 1 adulte vivant, & jeunes) =1-s(j)+s(j)x Zpk yk (3.15)
k=0
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ou s(j) est la survie de -1 a ¢, j exprime le nombre de jeunes produits au temps 71, et & le
nombre de jeunes produits au temps 7. Si l'on ajoute la loi Bernouilli de la survie des jeunes,
cette fonction (éq. 3.15) permet d'obtenir par récurrence la fgp bivariée (fgb) de la longévité
d'un adulte et du nombre de jeunes produits pendant sa vie : R;.

Soit g(x,y) la fgb pour le cumul au cours du temps du nombre de jeunes y produits par
adulte x. Ce cumul est une somme de variables aléatoires OF dont le nombre L (la longévité)
est aussi aléatoire. Tous les jeunes qui deviennent adultes x se recrutant a la vie reproductive
survivront ou non avec une probabilité fonction du nombre £ de jeunes produits. Avec des
probabilités 1-s(k) de mourir et s(k) de survivre, une fraction s(k) des adultes se reproduiront
au pas de temps suivant. Et ainsi de suite, intégrant a chaque pas de temps 1, 2, 3,... les gains
des jeunes recrues ki, k, ks,... et les pertes des adultes décédés 1-s(ky), 1-s(k,), 1-s(k3),...
Ecrivons d'abord cette succession d’événements reproductifs sans introduire la survie des

jeunes:

gx,y)=x 3,y ¥"1| 1= stk) +s(k)x X i,y [ 1=s(ky) +5(ky)x Y pi, ¥ (1-..
k=0 k,=0 ky=0

(3.16)

équation qui se simplifie (Annexe 3B)

xp(y)—x{() (3.17)

g(x,y)= T

ol () est défini par I’équation (3.14) et {(») = 3. py ¥¥s(k).
k=0

Pour exprimer le frade—off que la survie maintient avec la reproduction, on considére par
exemple s(k) = e(b*<h), ou b est le taux de mortalité en l'absence de trade—off, et c est le
logarithme du surplus de la mortalité par jeune produit en présence de frade—off. On peut donc
réécrire (3.17) :

xp(y)—xe’ p(ye™) (3.18)

g(x,y)= 1= xe plye)
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ESPERANCE DE R,

Maintenant on peut ajouter la survie juvénile pour trouver la fonction génératrice bivariée du

taux de reproduction nette :

xp(1-q+qy)-xe p((1-g+gy)e™)
1-xe™ p((1-g+gy)e™)

h(x,y) = (3.19)

de laquelle on obtient respectivement, par dérivation par rapport a x et par rapport a y

(Annexe 3C), les espérances de la longévité L et du R :

E[L]= %(1,1) - fl(i)ﬁ-]f _ 1—lg (3.20)
E[R,]= z—z(l,l) = i—l_§ p'(1) g = E[L] E[F] E[Q] (3.21)

ou S =e?pe™®)

VARIANCE DE R,

Concernant les variances il faut rappeler que la survie juvénile Q suit une loi Bernouilli, et pour
la longueur de vie reproductive et le nombre de descendants par occasion reproductive on
utilise respectivement les dérivées secondes par rapport a x des équations (3.19) et (3.14)
(procédure décrite par I’équation 1.16 ; concernant la Var[L], voir Annexe 3D) :

Var[Ql=q(1-9)=q-¢° (3.22)
9%h dh oh.. Y §

V L = 11 e 1 1 - — =— X

ar[Z]= =5 (LD +==(L) (ax(“)J (-5 (3.23)
Var[F]= p” (D) + p'(1) - p” (1) = E[F* |- E*[ F] (3.24)

2 2
Pour obtenir la Var[R,]= a—}:—(l,l) +ﬁ(1,1)—[ﬁ(1,1)) on doit d’abord obtenir la dérivée
dy dy ady

seconde par rapport a y de I'équation (3.19) (Annexe 3E).
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o"2h . p"(l) 2p'(1) o—(B+0) pr(e=c 3.25

Considérons d'abord la variance de R, en l'absence de frade—off. Ceci simplifie 1'équation
(325 carc=0,e? =5 etp' (e*)=p'(1):

“(g” 2§ 201
2(1 =P Mg’ p? (g (3.26)
4 -5 [1-5T
équation correcte uniquement si L est indépendante de F, i.e. sans trade—off. D'ou la variance
(Annexe 3F) :

Var,[R,] = E*[FIE*[QVar| L]+ E[LIE*[Q)VarF]+ E[LIE[FVar[0] ~ (.27)

variance notée sub-b considérant la survie non dépendante de la fécondité. Ce résultat est
exactement le méme que celui proposé par Barrowclough et Rockwell (1993) fondé sur la
décomposition de la variance d’une somme de termes aléatoires en nombre aléatoire Ty (voir

plus loin, ainsi que Feller 1970 p.301 probléme 1).

L’équation (3.27) permettra donc d’estimer le poids de chacune des composantes L, F' et O, en
la détermination de la variance totale. Les espérances des composantes supplémentaires,
carrées ou non, déterminant ce poids. On peut réécrire 1’équation (3.27) en termes de

coefficients carrés de variations pour éclaircir ces poids :

Var,[R,] E’[F|E*[Q|Var[L]+ E[L|E*|Q)Var[F]+ E[L]E[F]Var[Q]

E*[R] E*[L]E*[F]E*[0]
2 1 2
(), [R]=(CV) [L]+ [L] (cY) [ ]+W( ) [2] (3.28)

VARIANCE DE R, EN PRESENCE DE TRADE-OFF

En présence de frade—off, on doit corriger I'équation (3.27) avec un incrément AVar
(Annexe 3G). En accord avec l'équation (3.25) et rappelant que dans ce cas S =e’p(e™),

ona:

2p'(Dg’e’ep(e™) 2p” (g’ S
[1-5T [1-5]

AVar[RO]
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— 2 B[ LjE[FIE[0)cov]s, F] =2 Lol confs, (3.29)

E[F]
on peut alors écrire la variance de R, en présence de trade—off :

Var,[R)|= E*|FIE*[Qar[L] + E[LIE*[Q)Var|F]

E%COV[S,F] (3.30)

variance notée sub—c en présence d’un compromis (frade—off) entre la fécondité et la survie

+ E[LJE[FYar]0] + 2

ultérieure des reproducteurs.

En termes de coefficients carrés de variation de LRS en présence de trade—off

1

(CV): [Ro]=(cVY [L]+ W

(cv) [ ]+ )[Q]+ HF ]Cov[SF]

[ ]

(3.31)

3.4 Discussion et conclusions

La décomposition de la variance de LRS a été un des principaux problémes posés aux
utilisateurs de LRS. Uniquement deux articles sont apparus depuis lors pour trouver une
solution a ce probleme. Brown (1988) I’a envisagé comme le produit des variables aléatoires
dépendantes (sur la base des équations proposées par Goodman 1960, 1962; voir aussi Mood
et al. 1974 p.180), c’est-a-dire compte tenue du trade—off entre la fécondité et la survie
ultérieure que le LRS intégre. Alternativement, Barrowclough et Rockwell (1993) I’ont
envisagé comme la somme d’un nombre aléatoire de termes aléatoires (sur la base de la
solution au probléme 1 p.301, Feller 1970), mais ils n’ont présenté que la solution pour le cas
des variables indépendantes, ¢’est-a-dire en absence de trade—off.

De plus, étant par définition la somme des fécondités aléatoires F; des individus reproducteurs
d’une population ou groupe homogene durant leur vie (Partridge 1989), nous ne voyons pas la
pertinence du développement de Brown (1988). LRS posséde en fait un nombre aléatoire L de
termes, et on peut donc noter avec Barrowclough & Rockwell (1993) (Annexe 3H) :

E[LRS] = E[Z,|= E[L]E[Q]E[F] B&R.1
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et
Var[LRS], = E*[Q|E*[F]var[ L]+ E[ L] E*[Q]var[ F]+ E[ L]E[ F]var[ O]
B&R.2

Exactemment la méme que I’équation (3.27) obtenue a I’aide de fonctions génératrices pour le

cas en absence de frade—off.

En revanche, la décomposition de la variance fondée sur la loi du produit I1yy, proposée par
Brown (1988), conduit a des résultats différents. Lorsque 1’on considére les variables aléatoires
dépendantes, c’est-a-dire en présence d’un compromis (frade—off) LRS a pour espérance
(suivant Mood et al. 1974:180) :

E[LF|;=E[L|E[F]+cov[L, F] B.1
équation que personne, de I’école LRS, utilise (tout le monde omet le terme de la covariance).

Toujours est-t-il que Barrowclough et Rockwell (1993:294) remarquent que les variances
différent tandis que les espérances coincident (eux considérant une somme, Brown considérant
un produif). Cette coincidance existe si, et seulement si, les variables aléatoires sont
indépendantes. Si elles sont dépendentes, I’espérance du produit ne coincide plus avec
’espérance de la somme. Il s’impose donc une remarque : Brown propose le produit de
variables aléatoires dépendantes pour 1’analyse de la variance, mais ne dit un seule mot a
propos de ’espérance du LRS et c’est le cas que tous les utilisateurs de ce modéle ad hoc
assument comme estimateur de I’espérance : E[LRS]= E[L]E[F|E[Q], correspondant & la

somme aléatoire, ou au produit de variables indépendantes.

La formule pour la variance proposée par Brown est
Var[LF| = E*[F]Var[ L]+ E*[L|Var[F]+Q[L,F] B.2

ou (L, F] est un terme « complexe » (Brown 1988 p.440 ; voir Mood ef al. 1974:180 pour la

solution explicite & deux variables aléatoires dépendantes) supplémentaire représentant la
covariation entre L et /. Brown applique la généralisation proposée par Goodman (1962) pour
le cas du produit de 7 variables aléatoires et, utilisant comme exemple une population de loups
et en ajoutant la survie juvénile Q (que Brown note S), décompose la variance de LRS comme
(Annexe 31):

Var[LRS|= E*[ LIE*[F|Var[Q]+ E*[ L|E*[QVar[ F|+ E*[F]E*[QVar L]+ Z[ L, F, Q]
B.3
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ou z[L,F, Q] est le terme « complexe » incluant variations en L, F' et (, ainsi que covariances

entre elles et covariances de leurs carrés.

La décomposition de la variance de LRS proposée par Brown est donc symétrique et loin
d’étre parcimonieuse. En revanche, la décomposition proposée par Barrowclough et Rockwell
n’est pas symétrique. A I’aide de fonctions génératrices, nous avons confirmé qu’il est correct
de modéliser LRS comme une somme aléatoire. Voici ce qui se passe dans une population :
les individus reproducteurs ont un nombre aléatoire de descendants F; (i par individu, j par
classe d’age) a chaque occassion reproductive, et le total des descendants au cours de leur vie
est la somme de ces termes en nombre aléatoire L (cf. exemples posés par Feller 1970 p.288).

En résumé, nous avons donc obtenu deux résultats intéressants : 1) que LRS ne peut étre un
estimateur statistique de Ry qu’a condition de corriger les fécondités brutes collectées sur le
terrain avec les fractions des reproducteurs et la sex ratio (car, en général, on ne modélise que
la population de femelles), et de considérer les probabilités de réobservation des individus ; 2)
une décomposition de la variance de R, aussi pour les cas ou un frade—off est présent (survie
payante de la fécondité, en I’ocurrence). Ceci dit, I’existence de compromis (trade-offs) entre
parameétres démographiques n’est pas un argument valide pour utiliser des modéles ad hoc i la

place des modéles démographiques

Parmi les défis suivants, dans la méme ligne de modélisation, il convient d’évoquer trois : i) la
modélisation de R, tenant compte d’une structure d’age au-dela de deux classes (question a
propos de laquelle ni Brown ni Barrowclough et Rockwell se sont prononcés) ; ii) la présence
d’autres frade—offs, comme le cas de survie juvénile dépendante de la fécondité des adultes et
le colit de la reproduction payée en termes de variation de la fécondité future ; enfin, et
notamment, iii) comportement du systéme au temps 7 + 1 non indépendant du temps ¢. 1l est
possible de modéliser ce type de cas, a I’aide des processus de ramification, mais la complexité

des fonctions génératrices augmente considérablement (Gosselin, comm.pers.)
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Modélisation de A et de R, en présence de compensation entre parametres :
critique du Lifetime Reproductive Success

Annexe 3A

La dérivée de I’équation (3.11) est :

d5 y

d——Zpks(k)l g+qx)* +qk(1-g+qx)* " py (1-s(k)+ s(k) x)
=Y, pes(h)(1-q+gx) +
k=1 3A.1
+(qx-q) ko sB)(1-g+qx)" +q 3 k p(1-g+gx)"”

k=1 k=1
enx=1: deix—l) Zp s(k)+q2kpk 3A2

X

La dérivée seconde de 1’équation (3.11) a partir de I’équation (3A.1) est :

a5 k=2

7 =(e'r-q )kZ;k Pis(k)(1-g +¢x)
+(20-0% +4°x) L kppsb)(1- g + )"

k=2
+q2[2k2pk —q+qx)* kak ~q+qx) 2}
k=2
3A3
2
enx=1: EIJL—) 2q2kp s(k)+q (2k2pk kak] 3A4
dx? k=1 k=1 k=1

dérivé seconde qui permet d’exprimer la variance : Var[A]=3F "M+5(1) - (5 '(1))2
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Var[A] = ZqZIq)kS(qu Zkzpk 7Y,

k=1

2 (S(k) + qZk 2 3A.5

[(Z s(k) +2(2pks(k>](qk);kp,,]+[qk);kpk)2]

en termes d’espérances :

Var[A]= 2qE[Fs]+q2E[F2]—q2E[F]
+E[s]+qE[F] 3A.6
— E’[s]-2q E[s|E[F]-4E*[F]

d’ou on obtient I’équation (3.13).

Annexe 3B

Pour simplifier I'équation (3.16), il suffit de réarranger les termes pour retrouver aussi a droite
la fonction g(x,y) :

gx.y)=x Y, p y" {l—s(kl)ﬂ(kl)xzpkz yh (l—s(kz)ﬂ(kz)x):pk}y"s(l—.-.

Jy=0 k, =0 k=0

< k . k
=[xzpk1y 1]— x ) pi, v is(ky)
k=0 k=0

L xZPli’kls(kl) xzpk y [l—s(k2)+s(k2)xzpk3yk3(1—-.-
L. k1:0 2—0 k3=0

=|x X pe " |- x X pi ¥ s(hy) [l—x):kay"z[l—s<k2)+s(kz)x):pk3y"s(l—-.-

Jo=0 =0 ky=0 ky=0

- prklykls(kl) (l—g(x,y)) 3B.1a
| k=0 k=0
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qui suivant la notation des équations (3.14) et (3.17) (voir texte) permet d’écrire
g(x,y) = xp(y) - x{(¥) (1-g(x,»)) 3B.1b
Simplification qui conduit &

1-g(x,y) =1-[xp(») - x{ V)1 - g(x,))]
=1-xp(y) +x{(V)(1-8(x,))
= 1-xp(y)=(1-g(x,»))(1-x{())

- e
xp(y)—x{(y)

— g(x,y)= g

3B.2

Annexe 3C

Pour faciliter la tache, on note p(1-g+qy)=p(z) et e’ p(ze™)=w, de telle fagon que
dz aw

> =q et R =e ®*p’(ze™). L'équation (3.19) s'écrit alors :
y 4

h(x’y)=%x£

3C.1
et on calcule ses dérivés partiellesenx=1ety=1. On a donc :
?(x,y) _ [1—xw][p(z)—w]—xz[p(z)—w][-w]
x [1-xw]
_ [p@)-w]
[1-xw]
dh p(H-5 1
ElLl=—(,D= =—
= E[L]=5-@D (5] 18 3C.2

pour la longévité, et
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dh _(dh 2z
5;(3‘,}’)—(0-,2 0-,y](an/)

[1-xw]x p'(z) - xw']-[x p(z) —xw]-xw’]
ﬂ—xwf
. [xp'(2) —xw]-[xw][x p'(2) —xw’]-[x p(2) —x w][-x ']

dh
—qz(w) =q

U—wa
o xp'@)—xw —xp'(@)xw+xw x p(z)
- [l—xw]2
xp'(@[1-xw] = xw[l-xp(2)]
[l—xw]2
p’M[1-5]-0
[1-5T

g—f}(l,l) =q et

E[R,]= z_’y’a,l) - 1—_% p'(1) g = E[ L) E[F] E[Q]

3C3

pour le taux de reproduction nette R,. Ce résultat coincide avec I’espérance d’une somme
aléatoire des variables aléatoires (Feller 1970 p.301 probléme 1, Barrowclough & Rockwell

1993).

Annexe 3D

Il faut d’abord la dérivée seconde par rapport a x de 1’équation (3.19) pour obtenir la variance

3D.1

2 2

Var[L]: gxlz (1,1)+%(1,1)—(%(1,1)] . A partir de I’équation 3C.2, on a que
@(x, y) = M, et par conséquent :
ax [l—xw]

’h _d [,D(Z)—W]

axz (x:y) - 8x([1—XW]2 (x’y)

_ 2w(p(z)-w)
(l—xw)3

d’ou la dérivée seconde calculée en (1, 1) :

°h 2§

—0, D=

axz ( > ) (1_§)2
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et la variance :

d°h

Var[L]_ (11)+ (11) ( :(1,1))

= 3D.2

Annexe 3E

Pour obtenir la dérivée seconde par rapport a y de I'équation A(x,y) (éq. 3.19), on calcule
d'abord la partielleenx =1 :

d d ((dh Oz _d( dn dz
ay(ay( )) ay[(a ayj(l’y)]‘az(qaz(l’z)Ja

qza( ( )j 2a{p'(z)[l—w]—w'[l—p(z)]J

oz dz [l—w]2

7 '[1 —w]z[(—p'(z)w’ +[1-w]p”(2)) - (—w'p’(2) +[1- p(z)]w”)]}

[l—w]4 +2[1-w]w’(p’()[1-w]-w[1- p(2)])

2 [ p7@-wl -[1- p@p 1 -w]

) [l—w]4 i +2[1—w]w’(p’(z)[l—w]—w’[l—p(z)])}
3E.1

ce qui implique que pour x = 1 et y = 1, et tenant compte que p (1) = 1 ainsi que
w'(1) = et e¢p’ (=), on obtient :

q_]4 [ﬂ”(l)[l ~5] +21 —§]2w'p'(1)]

[1-3

= qz_ -[p"@[1-3]+2wp ()]

[1-5]

”(1) 2p (1) —(b+c)

|o-T sy

p'(e) 3E.2
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Annexe 3F

L’équation (3.21) est la dérivée premiére par rapport & y de I’équation (3.19), et I’équation
3E.2 est la dérivée seconde. Rappelant la loi décrite par I’équation (1.16), la variance de R, en
absence de frade—off et en termes des dérivées de 1’équation A(x, y) par rapport a y s’écrit :

Var,[R,]=r" (L) + K (L) -H? (L))

_| 27’ 25p7(Me | | (p’(l)_q) _|p2(0e’ 3k
1-§ [1-5] 1-§ [1-5T
qui peut se réécrire
_p"(l)qz PPN T p'(1) 3.3
Var,[R,]= st [-5T ($+5-1) + 1_g(q 7 +q°)
S 1
=p”()q’ +——p'D(g-4*
P (Mg 5T AR

1-S
[1-5T

et, en factorisant les termes entre parenthéses, permet de retrouver :

v 4 1 2o 1 v
P +ﬁp (g’ +1—_—§P (l)q2]

’2 2 S 2 144 ’ 72 1 ’ 2
Var[R,]=p" (1) q [1_§]2+1_§q ("M +p' - p )+, 0(9-4)

= E*[F)E?|Q)Var[ L]+ E[ L|E*[Q)Var| F]+ E[ LIE[F]Var[Q] 3F.2

Feller (1970 p.301 probléme 1) développe I’espérance d’une somme aléatoire comme
E[Z, X]=E[N]E[ X] et sa variance comme Var[Z,X]|= E[N|Var[ X]+E*[ XVar[N]).

Annexe 3G

En présence de frade—off, il y a un incrément dans le premier des trois termes de l'équation
3F.1, soit dans 4"(1,1)
2p'(N)g’e’e p'(e™) 2p”° (g’ S
Walr |- 22OLCC LD 2070
[1-5] [1-5]
_2p (g
[1-5T

(e™ep’(e™) —e p(e*) p'(D))
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- 2[1‘13,_(—})]%([6%"02],/‘1?;,3_0“_1)] - e_bp(e'c)/?'(l))
_2p'(Hg’ _
= - §]2 (E[S F]-E[S]E[F))
AVar[R,|=2E*[L|E[F]E*[Q]Cov[S,F]=2 E;[[If‘]’] Cov[S,F] 3G.1
Annexe 3H

A partir des équations de Barrowclough & Rockwell (1993:283) établies uniquement pour
LetF:

E[LRS]; = E[ZZF,] =E[L|E[F] et

3H.1
var[LRS|; = Ez[F]var[L]+E[L]Var[F]
en incorporant Q avec F :
E[LRS], = E[L]E{ig,.]
= E[L]E[Q]E[F] et o

var[ LRS]; = E* [i Q,-Jvar[L] + E[L]var{i Q,}

= E*[Q]E*[F] var[L]+E[L]E2EQ] var[F|+ E[ L] E[ F]var[Q]

F
car var[ZQ,}=E2[Q]var[F |+ E[F]var[Q] (il s’agit aussi d’une somme de termes en
i=1

nombre aléatoire F, distribués comme Q).
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Annexe 31

A partir de I’équation de Brown (1988) (éq. B.2), on peut écrire :

Var[LgF) = E*[qF Var[ L]+ E*[L]Var[qF]+ Q[ L,qF] 311
et Var[gF), = q*Var[F|+E*[F|var[q]+SB[q, F] 312
d’ou :
Var[LgF|;; = ¢* E*[FVar[ L]+ E* [ L)(q*Var[F]+ E* [F Var[q] + B[g, F]) + Q[ L,¢F]
= g*E*[F|Var[ L)+ E*[L|q*Var[F]+ E*[ L] E*[F|Var[q]+ E*[ L]B[q, F]
+Q@[L,qF|
=q’E*[F\Var| L]+ E*[L)q*Var[F]+ E*[L|E*[F|Var[q]+ Z[ L,q,F]
313

qui correspond a I’équation (B.3) du texte.
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